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Capitulo 1

El cuerpo de los niimeros complejos

1.1. Notacion y definiciones

El conjunto R de los niimeros reales es un cuerpo ordenado; esto implica que no hay ningtin
niimero real cuyo cuadrado sea negativo, por lo que la ecuacién 22 + 1 = 0 no tiene soluciones
reales. De aqui surge la necesidad de ampliar el cuerpo de los nimeros reales y construir un
cuerpo en el que toda ecuacién de segundo grado tenga solucion.

Dada la ecuaciéon

ar? +bx+c=0

con a # 0, dividiendo por a y completando el cuadrado se puede escribir como

LEY (P e\,
* 2a 4a2 o)

Si el segundo sumando es no negativo o, lo que es lo mismo, si b> — 4ac > 0, la ecuacién tiene

solucién real; en caso contrario, si excribimos

e b2 1 +b
Vo 1 Y=o \" "o,

la ecuacidon anterior se transforma en
2/ 9
a”(y"+1) =0,

de modo que si resolvemos la ecuacién % + 1 = 0 podremos resolver cualquier ecuacién de
segundo grado.
La expresion A = b? — 4ac se llama discriminante de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0.

Si llamamos 4 a una solucién de la ecuacién y? + 1 = 0, entonces —i serd otra solucién, luego
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Suma: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

Producto: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Es facil comprobar que estas operaciones dotan a R? de estructura de cuerpo; R es el sub-
cuerpo formado por los pares (a,0), el elemento unidad el el nimero real 1, representado como
el par (1,0) y la unidad imaginaria, 4, es el par (0, 1).

Denotaremos a + bi al par (a,b); definimos entonces
C={a+bi:a,beR}

Con esta notacion, definimos en C las operaciones de suma y producto extendiendo las de

R; si escribamos z = a + bi; si 2’ = o’ + V4, definimos
z2+2 =(a+d)+ (b+b)i

22" = (aa’ — bb') + (ab' + ba')i

Con estas operaciones C es un anillo; ademds cada elemento z = a + bi # 0 tiene un inverso, a

saber,
1 a b

g _ i
= a2_|_y2 a2+y2’

luego (C,+,+) es un cuerpo. Este es el conjunto de los nimeros complejos, el minimo cuerpo que
contiene a R y en el que todas las ecuaciones de segundo grado tienen soluciéon. De hecho, el
teorema fundamental del dlgebra asegura que toda ecuacién algebraica con coeficientes complejos
tiene solucién en C, es decir, C es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Siz = a+bi, llamaremos a a y b partes real e imaginaria de z, respectivamente, a = Re(z),b =
Im (z).

C es un R-espacio vectorial y la aplicacién

C — R?
z+— (Re(z),Im (2))

es un isomorfismo lineal; por tanto, los niimeros complejos se representan en el plano.
Definimos el médulo de un niimero complejo z = z + iy como |z| = \/m , es decir, como
la distancia euclidea del punto (z,y) € R? al origen. La aplicacién que asigna a cada z € C el
numero real |z| es una norma, lo que permite dotar a C de una topologia; de hecho, cuando C
se identifica con R?, el médulo es la norma euclidea habitual del plano.
Si z = x 41y, su conjugado es Z = x — iy; entendida en el plano, la conjugacion es la simetria

respecto del eie de abscisas (el eje real)
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une el origen con z. 0 se llama argumento de z, § = arg(z), y no es una funcién, sino que esté
determinado salvo un multiplo entero de 2.

Si usamos la férmula de Euler

e = cos(0) + isen(h),

entonces

z = |z[e®.
Otra notacién habitual, si no queremos usar la exponencial compleja, es
cis(6) = cos(0) + isen(f),

de modo que

z = |z| cis(0).

De las férmulas de adicién de dgulos se deduce que
cis(0 + ¢) = cis(8) cis(¢),

es decir, cis es un morfismo de grupos entre el grupo aditivo de los nimeros reales y el grupo
multiplicativo T de los nimeros complejos de médulo 1 (la circunferencia unidad en el plano).
De hecho es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es ker(cis) = 27Z, luego T ~ R/27Z.

En particular se verifica la férmula de Abraham de Moivre
cis(nf) = cis(0)"

que expresa sen(n#) y cos(nf) como polinomios en sen(f) y cos(f).

Si escribimos los nimeros complejos en forma polar,
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Si escribimos z = rcis(#), diremos que el dngulo 6 es un argumento de z. De la periodicidad
de las funciones trigonométricas se deduce que al argumento de un nimero complejo no es Uinico;

si € es un argumento de z, todos sus argumentos son el conjunto
{0+ 2km: k € Z}.

Una determinacion del argumento es una funcién arg : C* — R que asigna a cada nimero
complejo no nulo uno de sus argumentos dentro de un intervalo semiabierto de longitud 2.
Llamaremos argumento principal al que corresponde al intervalo (—m,|; se suele denotar con
mayuscula, Arg(z). Es una funcién continua en el abierto de C* complementario del semieje real
negativo; en esta semirrecta tiene una discontinuidad de salto.

El argumento es un ejemplo de lo que se conoce como funciones multiformes, que se pueden
interpretar como funciones ordinarias mediante la teoria de revestimientos. Retomaremos este

tema cuando estudiemos el logaritmo complejo.

1.3. Raices de la unidad

Consideremos el problema siguiente: dados un nimero complejo z € C, z # 0 y un niimero
natural n > 2, jcudntos nimeros complejos w verifican que w™ = 27, es decir, ;Cudntas raices
n-ésimas tiene un ntmero complejo no nulo?

Si escribimos z en forma polar, z = |z| cis(f), entonces una raiz n-ésima de z es

0
w = |z|Y™ cis <—> ,
n

pero ésta no es la unica solucién, puesto que wy = \z[l/ ™ cis ( 0*‘%)

también verifica ue wi = z;
el problema se reduce a calcular las raices n-ésimas de la unidad.

Como cis(2km) = 1 para cada k € Z y cis(§)" = cis(nf), resulta que

n

2 n
cis <ﬁ> = cis(2km) =1 VkeZ;

teniendo en cuenta la periodicidad de las funciones trigonométricas resulta que
2k 2l
cis <—> = cis <—> < k=1 médd nZ,
n n

luego hay exactamente n raices n-ésimas de la unidad, a saber,

’]I'n:{cis<2k—ﬂ>:0§k§n—1}.
n

Volviendo al caso general, todas las raices n-eimas de z son

L al/n /9+2kﬂ-\ Fa) 1 1
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Capitulo 2

Calculo diferencial e integral

2.1. Funciones derivables en sentido complejo. Ecuaciones de

Cauchy-Riemann

Como C es un cuerpo, la nocién de derivada que conocemos para funciones reales se puede

generalizar a funciones complejas.

Definicion 2.1.1. Sean U un abierto de Cy f : U — C una funcién; diremos que f es derivable

en el punto z € U en sentido complejo, o C-derivable, si existe

) — 1 JEEW = IG)

w—0 w

limite al que llamaremos derivada de f en z.

Igual que para funciones reales de una variable real se puede demostrar que toda funcién
derivable en un punto es continua en dicho punto. Ademads, la aplicacién que asigna a cada
funcién su derivada en un punto z es C-lineal y se verifican las reglas de derivacién de productos
y cocientes, asi como la regla de la cadena, de modo andlogo al caso real.

Se puede definir la derivada de f en z con un vector w € R? como

donde t € R. Cuando |w| =1 tenemos la derivada direccional.

Si f es derivable en z en sentido complejo, el limite anterior es igual a wf’(z).

El plano complejo se identifica con R?, de modo que la funcién f se puede considerar como una
aplicacién entre abiertos de R?. Denotaremos (x,%) a las coordenadas reales de R?, y z = x + iy
a la coordenada compleja cuando se identifica con C. Si escribimos f = u + iv y esta funcién es

derivable en sentido complejo en z € U, tomando ¢t € R,w = 1 en el limite queda

r/ AN LL D\ LL L A faY
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Comparando ambas expresiones se observa que para que f sea derivable en sentido complejo
en U sus componentes reales u y v han de tener derivadas parciales y ademas deben cumplirse

las ecuaciones

@_31}
8x_3_y
(2.1) du_ ov
oy Oz

que se conocen como ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Vamos a relacionar la derivabilidad de una funcién en sentido complejo con su diferenciabi-
lidad como funcién entre abiertos del plano.

Si f: U — C es C-derivable en un punto z € U, entonces es C-diferenciable, es decir, existe

una aplicacién C-lineal d, f : C — C tal que

f(z+w) = f(2) + d:f(w) + o(w),

donde lim o(w)
w—0

podemos escribir

= 0. Como en el caso real, d,f es la homotecia de razén f'(z), de modo que

flz+w) = f(2) + f'(2)w + o(w).

Escribamos esta expresion en forma real; si f'(z) = a +iby w = h + ik, entonces

f'(2)w = (ah — bk) + i(ak + bh)

() )

de donde se deduce que f es diferenciable en (z,y) como aplicacién entre abiertos de R?, siendo

0, en forma matricial,

su diferencial la aplicacién lineal dada por la matriz

()

y ademas verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann. El reciproco también es cierto, como se

puede comprobar facilmente, luego hemos demostrado la siguiente

Proposicion 2.1.2. Sean U un abierto de C, f : U — C una funcion y z = x + iy un punto
de U. La funcion f es C-derivable en z si y sdlo si es diferenciable en (x,y) como aplicacion

entre abiertos del plano y ademds verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

De la discusion anterior se deduce que si f es derivable en sentido complejo en z, entonces
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de du y dv en cada punto de U forman una base de £L(R2, C); otra base de este espacio vectorial

esta formada por los valores de dz = dx + idy, dzZ = dx — idy; vamos a expresar df en esta base.
df = du+idv = uy dz + uy dy + i(vy dz + vy dy) = (ug + ivg) do + (uy + tvy) dy = frdx + f,dy
y, teniendo en cuenta que

1 1
dﬂ::§(dz—|—d2), dy = —(dz — dz)

23
queda
_L(of _,0f L(of o1\ &
i = 2 <(9:6 Z@y) dz+ 2 <(9:U +Z(9y>dz’

Si definimos los operadores

0 170 .0 0 1

—_— = - —_— fl— _— = —

0z 2\0x Oy Jz 2

entonces podemos escribir
of of

df = =——dz+ == dz.

h=: % 5 %

Con estas notaciones, si f es derivable en sentido complejo las ecuaciones de Cauchy-Riemann

(2.1) se escriben
of
oz "

y por tanto
of d

df = 3, V%

2.2. Integracion de funciones de R en C

Consideremos una aplicacion f : I — C, donde I es un intervalo abierto de R. la nocién
de derivabilidad en un punto es idéntica a la dada para funciones reales o complejas; ademaés si
f =wu+1iv, donde u y v son funciones reales, la condicién necesaria y suficiente para que f sea
derivable en un punto ¢t € I es que lo sean u y v, en cuyo caso f'(t) = u'(t) + i/ (t).

Las reglas habituales de derivacion siguen siendo validas para este caso, con la misma de-
mostracién; en cuanto a la regla de la cadena, se puede aplicar a g o f cuando esta composiciéon
de funciones tiene sentido, es decir, cuando f valora en R y g es de variable real o bien cuando
f valora en C y g es de variable compleja.

Veamos ahora cémo se define la integral de Riemann para funciones complejas definidas en
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Las propiedades de la integral son andlogas a las del caso real: la aplicaciéon que asigna a cada
funcién su integral en [a,b] es C-lineal, las funciones integrables son aquellas cuyo conjunto de

puntos de discontinuidad tiene medida nula; ademas se verifica que el mdédulo de una funcién

/ bf(t)dt‘ < [rwia.

También se puede generalizar a este caso el teorema fundamental del célculo y, como conse-

integrable es integrabie y

cuencia, la regla de Barrow y los teoremas de cambio de variables e integracién por partes.

2.3. Curvas complejas

Definicién 2.3.1. Una curva compleja (parametrizada) es una aplicacién vy : I — C, donde I

es un intervalo de R.

Habitualmente supondremos que I es un intervalo conpacto y que v es continua.

Ejemplos. 1. Dados dos puntos z,w € C, el segmento que los une admite la parametrizacion

~v:[0,1] — C
t— y(t) = (1 —t)z +tw

2. La circunferencia centrada en un punto zg y de rdio r > 0 se puede parametrizar como

v :[0,27] — C

t— y(t) = 20 + re

Diremos que una curva 7 : [a,b] — C es simple si es inyectiva en [a,b) y que es cerrada si

v(a) = v(b). Una curva continua, simple y cerrada es una curva de Jordan.

Definicién 2.3.2. Diremos que una curva continua v : [a,b] — C es de clase C! a trozos si
es de clase C! salvo en un niimero finito de puntos de [a,b], en los que existen las derivadas

laterales.

SiI' es una curva en C, cada parametrizacion de I' induce una orientacién, es decir, un sentido
de recorrido de la curva. Por ejemplo, en el caso de la circunferencia unidad la parametrizacién

que hemos dado en el ejemplo 2 la recorre en sentido antihorario, mientras que la parametrizacién

v:]0,2r] — C

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

8

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



La reparametrizacion establece una relacion de equivalencia entre las curvas parametrizadas
de clase C*; cada clase de equivalencia representa una curva plana como objeto geométrico, es
decir, como subconjunto de C.

Con las notaciones de la definicién anterior, si la reparametrizacion o es creciente conservara

la orientacion de la curva, mientras que si es decreciente la cambia.

2.4. Integrales de linea en el plano complejo

Sean U un abierto de R?, v : [a,b] — R? una curva de clase C' en U y 7 la imagen de 7.

Si w es una l-forma (real) en U, recordemos que su integral sobre I' es

[yw = /abw*(w)-

En coordenadas, si w = P(z,y)dz+ Q(x,y)dy, si escribimos v*(z) = z(t),7*(y) = y(t), entonces

b
/F o= [P0+ Qo) (0] d

del teorema de cambio de variable para integrales de Riemann se deduce que la integral es
independiente de la parametrizacion, siempre que ésta conserve la orientaciéon de la curva.
Identifiquemos U con un abierto de C, sea z = z + iy y extendamos 7* y la integral por

C-linealidad. Si w = f(z) dz + g(z) dz es una 1-forma compleja de clase C! en U, definimos

/vw = /abv*(w)-

En coordenadas,

dz = dx + idy — v (dz) = [2'(t) + 3y (t)]dt =~/ (t)dt
dz = dx — idy — v (dz) = [2'(t) — iy (t)]dt =+ (t)dt

y de aqui se deduce la expresion de fr w. Como en el caso real, la integral de linea es independiente
de la parametrizacion, siempre que ésta conserve la orientacion.
Aplicando el teorema de Green (teorema de Stokes para el plano) a las partes real y compleja

de una 1-forma de clase C' se obtiene el teorema de Green complejo:

Teorema 2.4.1. Sena U un abierto de C, w una 1-forma compleja de clase C' en U y V un
abierto de cierre compacto contenido en U que sea una subvariedad con borde reqular de clase

C! a trozos. Entonces . .
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Capitulo 3

Funciones analiticas

3.1. Sucesiones y series de funciones

A lo largo de esta seccion X serd un conjunto cualquiera, salvo que se especifique alguna

estructura adicional, y K denotara al cuerpo de los nimeros reales o al de los complejos.

Definicién 3.1.1. Diremos que una sucesion { f,} de funciones de X en K converge puntual-
mente a una funcién f : X — K si para cada punto z € X la sucesién numérica {f,(x)}
converge a f(x).

Si existe, el limite puntual es Unico, como consecuencia de la unicidad del limite de una
sucesion numérica.

La convergencia puntual no conserva ciertas propiedades importantes de las funciones, como

la acotacion, continuidad o integrabilidad.

Ejemplo. Consideremos la sucesion de funciones f,, : R — R definidas como

-1 siz< -1

3

fo(x) =< nx Si—%<£ﬂ<%
1 si % <z
Las funciones f,, son continuas y su limite punto a punto es la funcién f definida como
-1 siz<0
fu(@) =40 siz=0
1 six >0

que no es continua.
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. <z . sen(nx . 2
Ejemplo. La sucesién de funciones { \ﬁﬁ )} converge uniformemente a la funciéon constante 0,

puesto que

sen(nz)| _ 1

Vo | T vn

y esta sucesién numérica tiende a 0 cuando n — oo.

Es facil comprobar que la sucesién de funciones dada en el ejemplo de la pagina anterior no

converge uniformemente, lo cual demuestra que la convergencia puntual no implica la uniforme.

Proposicién 3.1.3 (Criterio de Cauchy). La condicién necesaria y suficiente para que una
sucesion de funciones f, : X — K converja uniformemente en X es que para cada € > 0 exista

un nimero natural ng tal que | fr(z) — fm(x)| < e para m,n > ng y para cada x € X.

Demostracion. La necesidad de la condicién es inmediata aplicando la definicién de limite y
la desigualdad triangular. Reciprocamente, si se verifica la condicién del enunciado, entonces
para cada x € X la sucesién {f,(x)} es de Cauchy en K, luego convergente; definimos f(z) =
nh_)ngo fn(z). Sie >0, seang €N tal que |f,(x) — fm(x)| < § para cada z € X; tomando limite

cuando m — oo queda
, €
[fu(@) = f(2)| = lim [fu(2) = fm(2)| < 5 <&
m—co 2
para cada z € X, lo que prueba que {f,} converge uniformemente a f. ]
Sea E el espacio vectorial de las funciones acotadas de X en K ; la aplicacion

Moo : £ — R

fr—=Ifll = sup | f(z)|
zeX
es una norma, y la proposicién anterior prueba que (£, || ||,,) es un espacio de Banach.

Proposicién 3.1.4. Sea X un espacio opolégico. Si{fn} es una sucesion de funciones continuas

de X en K que converge uniformemente a una funcion f, entonces f es continua.

Demostracion. Por definicion de convergencia uniforme, dado ¢ > 0 existe ng € N tal que
|fn(z) — f(x)| < § para n > ng y para cada x € X; por otra parte, como cada f, es continua,
dado cualquier punto a € X existe un entorno U de a tal que |f(z) — f(a)| < § para cada z € U.

Entonces, si > ng y « € U se tiene:

[f (@) = fla)] < [f(x) = fu(@)| + | fo(2) = fula)| + [ fula)] = fla)] <,
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Demostracion. Como el limite uniforme de una sucesién de funciones continuas es una funcién
continua, el conjunto de puntos de discontinuidad de f sera la unién de los conjuntos de puntos
de discontinuidad de las funciones f,,, y por tanto de medida nula, por el criterio de integrabilidad
de Lebesgue.

Sea € > 0; como {f,} converge a f uniformemente, existe ng tal que

€

fal@) = @) <

para n > ng y para cada x € [a,b]. Entonces para n > ng tenemos:

< [i-nsi=

de donde se concluye. O

fn

Veamos ahora la relacién entre el limite uniforme y la derivabilidad, aunque, en realidad, la
proposicion siguiente no afirma la conservacién de las derivadas por limites uniformes, sino la

conservacion de primitivas.

Proposicién 3.1.6. Sea {f,} una sucesion de funciones de clase C en un intervalo [a,b] tal que
para algin punto xg € [a,b] la sucesion {fn(xo)} es converente. Si{f],} converge uniformemente

a una funcion g, entonces {fn} converge uniformemente a una primitiva de g.

Demostracion. La funcién g es continua por ser limite uniforme de una sucesion de funciones

continuas. Sea f una primitiva de g en [a, b]; suméandole una constante podemos suponer que

f(xo) = lm f,(z0).
Dados € > 0y x € [a,b], del teorema del valor medio aplicado a la funcién f,, — f se deduce

que existe un punto ¢ entre x y zg tal que

|fr(@)=f(@)] < [ fo(@) = f (@)= fr(@o)+f (@0) [+ f(z0) = f (x0)| < [ fn(e)=F'(e)l|x—0|+|fn(z0)—f (o),

de donde se concluye fécilmente teniendo en cuenta que lim f,(z9) = f(z¢) y la convergencia

uniforme de {f,}. O
Vamos a aplicar los resultados anteriores a las series de funciones.

Definiciéon 3.1.7. Una serie de funciones de un conjunto X con valores en K es una pareja de

n
sucesiones ({fn},{Fn}), donde F,, = > fx. {F,} es la sucesién de sumas parciales de la serie.
k=1

Para abreviar la notacién representaremos la serie como ) fi,.
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. . . . n .2 1
Ejemplo. La serie de funciones complejas goz converge punto a punto a la funcién = en el
nz

disco abierto D(0,1) y la convergencia es uniforme en cada disco cerrado D(0,7) con r < 1..
En efecto, para |z| < 1 la serie es absolutamente convergente, luego convergente; su suma

parcial n-ésima es
1— ZnJrl

n

sz: 1 ’
-z

k=0

luego

xn+1‘

1—=z2

n
>
1-=2
k=0
que tiende a 0 cuando n — oo para cada z € D(0,1) fijo. Si ademas |z| < r > 1, entonces
n
>
P 1-=2

y, como la sucesién numérica del ultimo término converge a 0, se concluye la convergencia

n+1 n+1

T
1—=z

r
—1-r

uniforme de la serie.
De los resultados vistos para sucesiones de funciones se deducen los andlogos para series;

enunciamos por ejemplo el criterio de Cauchy:

Proposicién 3.1.8 (Criterio de Cauchy). Una serie de funciones Y, f,, converge uniformemente

en X siy solo si para cada € > 0 existe un numero natural ng tal que sin > ng y k > 0 entonces

|fog1(x) + -+ fogw(z)| <e
para todo x € X.

También son validos para series de funciones los resultados andlogos a los vistos para suce-
siones que relaionan los limites uniformes con integracion y derivacién.
Los siguientes resultados son tutiles para estudiar la convergencia uniforme de una serie de

funciones.

Teorema 3.1.9 (Criterio M de Weierstrass). Sea Y f, una serie de funciones. Si existe una
serie convergente Yy a, de nimeros reales no negativos tal que |fn(x)| < ap, para cada x € X y

cada n € N, entonces la serie Y f, converge uniformemente.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la desigualdad triangular y el criterio de Cauchy

para series, puesto que para cada x € X se verifica:

|frr1(@) + -+ froak(@)] < |for1(@)| + - + [ foru(@)] < anp1 + - + anpr
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Proposiciéon 3.1.10 (Criterio de Dirichlet). Sea Y f,, una serie de funciones cuyas sumas
parciales estan uniformemente acotadas y {gn} una sucesion decreciente de funciones reales que

converge a 0 uniformemente. Entonces la serie f,gn converge uniformemente.

La demostracién se puede consultar en la bibliografia.

En esta seccion solamente hemos repasado dos tipos de convergencia, la puntual y la uniforme.
Sin embargo hay muchos més modos de convergencia en los distintos espacios de funcione: en
media cuadrética, en || [|,, en medida, etc. En distintas ramas del andlisis matematico se suelen
considerar espacios de funciones dotados de diversas topologias, y casi nunca se trata de espacios
normados, sino mas bien de espacios localmente convexos, cuya topologia esta definida por una
familia de seminormas.

Si (E,| ||), podemos generalizar los conceptos de convergencia de sucesiones y series numéri-

cas. En particular tenamos la siguiente

Definicién 3.1.11. Diremos que la serie Y f,,, donde f,, € E, es normalmente convergente si

la serie numérica Y || f,|| es convergente.

En un espacio de Banach toda serie normalmente convergente es convergente.
Si (E,|| ||) es un espacio de funciones, es importante entender qué significa la convergencia
en este espacio. Por ejemplo, una serie ) f,, converge a una funcién f si para cada € > 0 existe

ng € N tal que para n > ny

<e.

S f—f
k=1

Esto no implica, en general, la convergencia puntual, como se puede comprobar cuando se

estudian las series de Fourier.

3.2. Series de potencias

Dado un nimero zy € C, una serie de potencias centrada en zy es una serie formal
S(z) = Zan(z —20)", ap, € C
n>0

Mediante una traslacién z — z — 2, una serie de potencias centrada en zy se transforma en
otra centrada en el origen; si la primera serie converge para un valor z = 21, la serie trasladada
converge en z1 — zp, y reciprocamente, luego si el dominio de convergencia de la serie trasladada
al origen es D, el de la serie original serd zg + D. Por tanto para el estudio de la convergencia
podemos considerar series de potencias centradas en el origen.

Vamos a ver que las series de potencias convergen en discos.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Car agend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

15

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



n
es convergente, luego también lo serd > |a,2"|. O

cuando |z| < 7o la serie ‘%

Proposicién 3.2.2. Sea S(z) = >, ~oan(z — 20)" una serie de potencias; existe un nimero
real R > 0 tal que:

1. > an(z — 20)™ es absolutamente convergente si |z — zg| < R.

2. > an(z — 20)"™ no es convergente si |z — zp| > R.

Llamaremos a R radio de convergencia de la serie Y an(z — 29)".

Demostracion. Mediante una trslacién podemos suponer que zg = 0. Sea

0o
R=sup{r eR: Z a,r™ es convergente };
n=0
obviamente, 0 < R < +o0.

Si R = 0 no hay nada que decir; si R > 0y |z|] < R, entonces existird r € R tal que
|z| < r < Ry laserie Y a,r™ converge, y el lema de Abel asegura que la serie > a,z" es
normalmente convergente en el disco |z| < r.

Por otra parte, se R < +00 y |z| > R, la serie > a,2" no puede ser convergente, de nuevo
por el lema de Abel. O

Observaciones 1. 1) No se puede afirmar nada para la circunferencia |z — zg| = R; si el radio de
convergencia de una serie de potencias es R, puede ocurrir que ésta converja en todos los puntos
de dicha circunferencia, o en ninguno, o en unos sea convergente y en otros no. Por ejemplo, las

series
n

22" n z
PIEND DELRNE S D
n n
tienen radio de convergencia igual a 1; la primera de ellas converge, por ejemplo, para z = i
y diverge para z = 1; la segunda no converge en ningin punto de la circunferencia unidad,
puesto que su término general no tiende a 0, y la tercera converge en todos los puntos de la
circunferencia unidad.

" es absoluta-

2) Segun el teorema anterior, cada serie de potencias complejas > a,(z — 2p)
mente convergentes en cada punto del disco abierto de centro zg y radio R, lo que se denomina su
circulo de convergencia. En el caso de las series de potencias reales Y a,(x — xo)™ los resultados

anteriores también son validos, y el disco de convergencia sera el intervalo (zg — R, zg + R).

Veamos como se calcula el radio de convergencia de una serie de potencias.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Car agend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

16

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Demostracion. Podemos suponer que zy = 0; consideremos, pues, la serie Y a,z", y sea r =
lim sup {/|ay,|.
lim sup v/|a,z"| = |z| limsup V/|a,| = |2|r,

del criterio de la raiz se deduce que si |z|r < 1 la serie converge absolutamente; en particular, si
r = 0 la serie es absolutamente convergente para todo z € C.

Si |z|r > 1 entonces la serie no converge, puesto que su término general no converge a 0. En
particular, si » = 400 la serie no converge para valores no nulos de z, con lo que R = 0.

Cuando 0 < r < 400, la serie Y a,2" converge absolutamente para |z| < % y no converge

cuando |z| > %, es decir, su radio de convergencia es % O
. . . ’ Qa . . .
Corolario 3.2.4. Si existe lim ‘a‘ 1‘1\ , entonces su valor es igual al radio de convergencia de la
n
seria > an(z — z0)™.
|ant1]

Demostracion. Si existe lim entonces existe lim {/|a,| y coinciden, de donde se concluye.

O

lan]

Ejemplo. Calculemos el radio de convergencia de la serie de potencias

(z+3)"
Z (n+1)27

En este caso a, = m, luego
2 2
lfm |—2» ‘: lm 202
n—oo | @y — n—oo N+ 1

luego el radio de convergencia de la serie es igual a 2; su circulo de convergencia es, por tanto,

el disco D(—3,2). Estudiemos la convergencia en los puntos de la frontera.

Si hacemos el cambio w = ZE2 la circunferencia |z + 3| = 2 se corresponde con |w| = 1y

2
1—z|

. . n . . ’
a serie se escribe ) 275, Como las sumas parciales de la serie ) jw™ estdn acotadas por |
1 b v_. C 1 les de 1 " est tad

. . iz 1 . . . .
cuando |w| =1, w # 1 y la sucesién {n—ﬂ} es decreciente y convergente a 0, por el criterio de
Dirichlet para series numéricas la serie serd convergente cuando |z + 3| = 2, z # —1. Cuando

z+4+3=2laserie es ) n+r17 divergente.

Proposicién 3.2.5. Sea > an(z—20)" una serie de potencias con radio de convergencia R. Para
cadar € R tal que 0 < r < R la serie converge uniformemente en el disco cerrado D(zy,r); como

consecuencia, toda serie de potencias define una funcion continua en su circulo de convergencia.

Demostracion. Supongamos nuevamente que zo = 0. Si |z| < r, entonces |a,2"| < |a,|r" y, como

> |an|r™ es convergente, del criterio M de Weierstrass se deduce que la serie ) a,z" converge

mnifarmomonto oan ol dicen TUO ) lnoca dofing 11na faneidn cantiniia on acto dicen: coma acta ac
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0. 0]
Demostracion. Suponemos de nuevo que zg = 0, es decir, f(z) = > a,2z". Si z1 € D(0, R), sea

r tal que 0 < r < R — |2|; entonces
" (n
z=z21+(2—21) = z”zz<k>z’f Mz —21)F,

luego en el disco D(z1,7) serd
—k k —k k
> = S (et = 35 (S n () -t
n=0 n=0 k=0 k=0 \n=k

El cambio en el orden de sumacién estd justificado porque para cada z € D(z1,r) la serie es

absolutamente convergente, ya que

o0 n n o0
S laal 3 ()l He = s = X lanl ] + 12 = )"
n=0 k=0 n=0

y, como |z — z1| < 7, serd |z1| 4+ |z — 21| < R y por tanto la serie del intimo término converge,
puesto que cada serie de potencias es absolutamente convergente en su circulo de convergencia.

Escribamos entonces

o0 o0 n
k —k
:Zbk(z—zl) s bkzzan<k>2? .
k=0 n=k
Entonces

f'(z1) = lim M =b+ lim (z— 2 Zbk z—zl

zZ—2z1 zZ— 21 T—T1

o
La funcién g(z) = 3 bi(z — 21)¥72 estd acotada en un entorno de z;, porque si |z — 2| < 7 <
k=2
— |z1| resulta que

o
Zlbkllz—mlk_2
=2

y esta serie es convergente en el disco D(z1, 7). Por tanto

zl )=0b1 = E napzy

O

Como consecuencia del resultado anterior, las funciones definidas por series de potencias son
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3.3. Funciones analiticas

Definicion 3.3.1. Sea U un abierto de C; una funciéon f : U — C es analitica en U si para
cada punto zp € U existen un disco abierto D(z,,7) C U y una serie de potencias » _ a,(z — zo)"

tales que
z) = Zan(z — zp)" para cada z € D(zp,r).
De la proposicion 3.2.6 y de la discusién que le sigue se deduce que toda funcién analitica es

de clase C*°. Ademads, la representacién local de una funcién analitica como suma de una serie

de potencias es unica; en efecto, si en el disco D(0, R) la funcién f(z) se expresa como
oo
= Z anz",
no
de los resultados mencionados anteriormente se deduce que los coeficientes a,, son los coeficientes
del desarrollo de Taylor de f en el origen, es decir,

F(0)

n!

Up = )

luego la representacién de f como suma de una serie de potencias en el disco D(0, R) es tunica.
Ejemplos. 1. Toda serie de potencias define una funcién analitica en su circulo de convergencia.

Consideremos la serie de potencias Y a,2" con radio de convergencia R. Si z9 € D(0, R),
sea R tal que 0 < r < R — |z|; haciendo los mismos cdlculos que en la demostracién de la

proposicién 3.2.6 se tiene:
n
n
z =z z—z — 2" = 2R (2 — )k,
0+ (2 = 20) > (k:) 0 (2~ 20)

luego en el disco D(zg,7) serd

nfjoanz ZZan< ) n—k z—zo)k:i (ia,L(Z)zg_k) (z — 2",

n=0 k=0 k=0 \n=k
de donde se concluye. En la demostracién de la proposicién 3.2.6 ya se ha justificado el cambio

en el orden de sumacién.
2) Se define la funcién exponencial compleja mediante la sere
o0
4 Zn
e = E —
n!

n=0

su radio de convergencia es infinito, luego es una funcién analitica en C.

3) Las funciones seno y coseno estédn definidas por las series
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Observacion 1. En el capitulo siguiente veremos que toda funcién derivable en sentido complejo
es analitica. Como sabemos, esto no es cierto en el caso real, puesto que incluso existen fnciones

de clase C*° que no son analiticas. Por ejemplo, consideremos la funcién

e 32 siz#0
0 siz=20

fz) =

Esta funcién es de clase C*° y todas sus derivadas en el origen son nulas, luego no puede coincidir

con su serie de Taylor centrada en 0 en ningin entorno del origen.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

20

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Capitulo 4

Funciones holomorfas

4.1. La féormula integral de Cauchy

En los temas anteriores hemos estudiado distintas propiedades las funciones de variable
compleja: derivabilidad, analiticidad, etc. El siguiente teorema los relaciona y proporciona varias

definiciones de funcién holomorfa, lo que sera de utilidad en lo sucesivo.

Teorema 4.1.1. Sea U un abierto de C y f : U — C una funcion. Las siguientes condiciones

son equivalentes:
1. f es analitica en U.

2. f es de clase C' en U vy derivable en sentido complejo en cada punto de U.

1 , . : of _

3. f es de clase C* en U y verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann, 5z = 0.

4. f es de clase C' en U y la forma diferencial w = f(2)dz es cerrada, es decir, dw = 0.

5. f es continua en U, y para cualquier abierto V de cierre compacto V' contenido en U que

cumple las condiciones para ser una subvariedad con frontera de clase C* de U (condiciones

del teorema de Stokes), se verifica la formula integral de Cauchy:

1
f(z0) = 5= JE g, Vz € V.
21 Jov 2 — 20

6. f es analitica en U y ademds, para cada zg € U la funcion f(z) es representable como suma
de una serie de potencias centrada en zg en el mayor disco D centrado en zg contenido en
p Y
U. En el caso U = C, también sera D = C.

Demostracion. (1) = (2) Sea zp un punto de U; en cierto disco D(zg, R) C U la funcién f
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este disco, luego f es de clase C! en D(zp, R) (de hecho, de clase C™); como zg es cualquiera,

fecyu).
(2) = (3) Véase la discusién que conduce a las ecuaciones 2.1.
B) = () o o o
d(f(z)dz) = <&dz + £d§> Ndz = &dz Ndz =0,

ya que o= = 0 (ecuaciones de Cauchy-Riemann).
Z [—
(4) = (5) Sea r > 0 suficientemente pequeno para que el disco cerrado D(zg,r) esté

contenido en V; sea y el borde de este disco.

v

En el abierto W =V — D(z,r) la 1-forma

e,

Z— 20

es cerrada; si denotamos 4 al borde del disco D(zg,r) con la orientacién opuesta, es decir, en

sentido horario, el borde orientado de W es 0V U 4. Aplicando el teorema de Stokes resulta:

O:/ dw:/ w:/3Vw—/w,
w ow Y

luego

Para calcular esta tltima integral parametrizamos la circunferencia + como z = zy + re®, 0 <
t < 2m, con lo que
() 27 f(z+ re) o

————dz = 7 ire't dt =i f(zo 4 re't)dt.
~ 720 0 re' 0
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(5) = (6) Sea 2o € U y D un disco abierto centrado en zy tal que D C U. Aplicando a D

la férmula integral de Cauchy, para cada z € D sera

1 1
2mi Jop § — 2 21 Jop (€ — 20) — (2 — 20)
1 _ -1
L9 (me)
2mi Jap € — 20 ¢— 20
Pero como % < 1, la serie ) (Z:jg)n es convergente y, de hecho, uniformemente con-
n=0

vergente en 0D, y su suma es igual a (1 — ziig

-1
) , luego sustituyendo en la integral, queda

_ b fO) ~~(z=2\" ,
f(z)_Qwi/aDz—zorg](C—zo) d6 =

F R R P
r;o[2m/8 (¢ — zo)t! dc| ( )"

El cambio de la suma con la integral esta justificado por la convergencia uniforme de la serie.

Sea
N B (YN
“ 7 o /8D (¢ — zo) Tt @

de modo que f(z) = > an(z— 20)"; los coeficientes de la serie no dependen del disco D, puesto
n=0

Ly (")(zo), luego este desarrollo es valido en cualquier or disco abierto centrado en zg

n:

contenido en U.

que a, =
(6) = (1) Es obvio, puesto que (1) es un caso particular de (6). O

Observaciones 2. 1. Segun la férmula integral de Cauchy, los valores de la funcién f en la frontera
del abierto V determinan completamente la funcién en V.
2. Con las notaciones del final de la demostracion del teorema anterior, los coeficientes a,

del desarrollo en serie de f(z) son

L0,
" 2mi Jop (C— 2)
siendo D un disco centrado en zy de cierre contenido en U; si tomamos un abierto V' con borde

regular que contenga a D y tal que V C U, la 1-forma w = % d( es cerrada en el abierto
W — VWV _ 1N v Aal tanrama da Stolac ca dadieca cno
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4.2. Teoremas de Cauchy y Morera

Sea U un abierto conexo de C, f : U — C una funcién holomorfa y 2y, z; dos puntos de
U unidos por dos curvas simples diferenciables a trozos, v y 71 como en la figura; supongamos
que la unién de dichas curvas es el borde de un abierto V' contenido en U. Denotaremos % a la

curva « con la orientaciéon opuesta, de modo que el borde orientado de V' es v U#A.

21

Como f es holomorfa, la 1-forma w = f(z) dz es cerrada, luego, por el teorema de Stokes,

O:/dw:/w:/w—/w,
1% ov ol Y
[of-

7 ¥

es decir, la integral de f(z)dz entre los puntos zp y 21 es la misma para dos curvas simples

y por tanto

diferenciables a trozos cualesquiera 7 y 1, siempre y cuando la unién de dichas curvas sea el
borde de un abierto contenido en U. Las funciones f(z) que cumplen esta propiedad se llaman

integrables, luego hemos demostrado el

Teorema 4.2.1 (de Cauchy-Goursat). Toda funcion holomorfa en un abierto conexo U de C

es integrable en U.

Cuando U es un abierto simplemente conexo, es decir, si toda curva de Jordan en U es el
borde de un abierto contenido en U, el teorema de Cauchy tiene un enunciado mas simple: Si f
es una funcién holomorfa en U, la integral de la 1-forma f(z) dz sobre cualquier curva de Jordan
en U es nula.

Reciprocamente:
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donde la integral se calcula sobre el segmento que une zy con z. Demostraremos que F' es
holomorfa en D y que F' = f, con lo que f también serd holomorfa en D (F es analitica en D,
y la derivada de una funcién analitica es analitica). Como D es cualquier disco contenido en U,

f serd holomorfa en U.

D
U

Sea h € C tal que z + h € D; entonces, como f es integrable,

z+h
F(z+h) = F(2) + / £(0) dc,

donde la integral se toma a lo largo del segmento que une z con z + h. Si parametrizamos dicho

segmento como ( =z +th,0 <t <1, serd

z+h 1
| r©dc= [ 1t
z 0

y por tanto
F(z+h)—F(z) !
If =1 th)dt =
lim ) lim /0 J(+ th) dt = f(2),
pusto que el limite conmuta con la integral por ser f continua. ]

Esta seccién se puede completar con las diapositivas de Luis Navas correspondientes al tema

3 (antiderivadasholomorfas), donde se usa otro tipo de técnicas.

4.3. Desigualdades de Cauchy

Sea U un abierto de C, f : U — C una funcién holomorfa, zg € U y D, un disco de radio
r centrado en zg cuyo cierre estd contenido en U. Segun hemos visto en la demostracién del
teorema 4.1.1, en el disco D, la funcién f admite un desarrollo como suma de una serie de

potencias

F(2) =) an(z—20)",
n=0
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es decir,
M,

rn’

|an| <
desigualdades que se conocen como desigualdades de Cauchy.
Teorema 4.3.1 (de Liouville). Toda funcion holomorfa en C y acotada es constante.

Demostracion. Si f es una funciéon holomorfa en C, tendrd un desarrollo como suma de una
o0
serie de Taylor f(z) = > anz" convergente en todo el plano. Si |f(z)| < M para cada z € C,

n—=
de las desigualdades de Cauchy se deduce que para cada r > 0 se verifica:
M
’an‘ S T_n
y tomando limite cuando r — oo se deduce que a,, = 0 para n > 1, es decir, f = ap. U

Corolario 4.3.2 (teorema fundamental del Algebra). El cuerpo C es algebraicamente cerrado,

es decir, todo polinomio de grado > 1 tiene alguna raiz en C.

Demostracion. Sea P(z) € C[z] un polinomio de grado > 1; si no se anulase en ningin punto,
la funcién f(z) = % serfa holomorfa en todo el plano y, como lim |z| — oof(z) = 0, estaria
uniformemente acotada, luego por el teorema de Liouville seria constante y, dado que el limite

anterior es nulo, seria idénticamente nula, es decir, % = 0 para cada z € C, lo cual es

absurdo. O

4.4. Prolongacion analitica

Sea U un subconjunto abierto de C, y denotemos O(U) al conjunto de las funciones holo-
morfas en U. O(U) es un anillo, puesto que si f, g son derivables en sentido complejo también
loseran f+ gy f-g, y se verifican las reglas habituales de derivacién de sumas y productos.
Ademds, si una funcién f € O(U) no se anula en ningin punto de U, entonces es invertible en
O(U). Este anillo también es un espacio vectorial sobre C, luego es una C-algebra.

En el resto de esta seccion supondremos que el abierto U es conexo.

Definicion 4.4.1. Sea f una funcién holomorfa en U; diremos que un punto zy € U es un cero

de f si f(z9) =0, y que es un cero de orden k de f si

f(z0) = f'(z0) = -+ = f* V() = 0, fF) () # 0.

Si zp es un cero de orden k de f, en un disco centrado en zg se tendra un desarrollo en serie
de potencias de la forma

o)
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y es holomorfa en U.

Reciprocamente, si f(2) = (z—20)¥g(2), donde g € O(U) y g(20) # 0, entonces tiene un cero
de orden k en z.

Hemos demostrado que una funcién finO(U) tiene un cero de orden k en un punto zg € U
siy sélosi f(z) = (2 — 20)*g(z), donde g € O(U) y g(20) # 0. Como g es continua y no se anula
en zq, serd distinta de cero en todos los puntos de algin entorno V' de zp, luego el inico cero de
f en V serd zy. Hemos demostrado que los ceros de orden finito de una funcién holomorfa son
aislados.

Veamos ahora que las funciones holomorfas no nulas no tienen ceros de orden infinito.

Dada una funcién f € O(U), sea C el conjunto de puntos de U en los que se anulan f y todas
sus derivadas. Como estas funciones son continuas, C' es un subconjunto cerrado de U. Por otra
parte, si zg € C, como f es analitica en U admitird un desarrollo como suma de una serie de
potencias centrada en zg en algin disco D(zg,r) contenido en U; pero todos los coeficientes de
dicho desarrollo son nulos, luego D(zg,r) C C, lo que demuestra que C' es abierto. Como U es
conexo, C' sélo puede ser el vacio o el abierto U.

Resumimos la discusién anterior en el siguiente
Teorema 4.4.2. Sea U un abierto conexo de C y f una funcion holomorfa en U. Entonces:
1. Si f y todas sus derivadas se anulan en algun punto de U, entonces f es idénticamente

nula en U.

2. Si f no es idénticamente nula en U y se anula en un punto zy € U, entonces factoriza en

la forma f(2) = (2 — 29)¥g(2), donde g € O(U) y g(z0) # 0.
3. Si f no es idénticamente nula, el conjunto de ceros de f es discreto.
Corolario 4.4.3. El anillo O(U) es integro.

Demostracion. Si f,g € O(U) son distintas de cero, entonces sus conjuntos de ceros, que deno-
taremos Z(f) y Z(g), son discretos y, como Z(fg) C Z(f)U Z(g), este conjunto también sera

discreto, luego fg es distinta de cero. O

Corolario 4.4.4 (Principio de prolongacién analitica). Sea U un abierto conexo de C. Si una
funcion holomorfa en U es nula en todos los puntos de un abierto no vacio de U, entonces
es idénticamente nula. En consecuencia, si dos funciones holomorfas en U coinciden en un

subconjunto abierto no vacio, son idénticas.

El corolario anterior, conocido también como principio de identidad, establece una diferencia
esencial entre los anillos O(U) y C*(U).

Definicién 4.4.5. Sean U,V abiertos conexos de C; dadas dos funciones f € O(u),g € O(V),
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